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基于分布链修正的磁流变弹性体的物理模型*

党 辉， 朱应顺， 龚兴龙， 张培强**

（中国科学技术大学力学与机械工程系，中科院材料力学行为与设计重点实验室，合肥 230027）

摘 要： 在考虑磁流变弹性体中链的方向分布的基础上，对磁流变弹性体的偶极子模型作出了修正. 用局部场的

方法计算了链的势能，引入了分布函数来描述链的分布，并分析了与磁场方向不一致的斜链的磁流变效应，进而通

过积分叠加求得含有分布链的磁流变弹性体的磁流变效应. 在磁流变弹性体的理论模型中，引入了制备磁场和基

体性质等影响因素.
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Revised Model of the Magnetorhelogical Elastomer

Based on Distributed Chains*

Dang Hui， Zhu Yingshun， Gong Xinglong， Zhang Peiqiang**

（Key Laboratory of Mechanical Behavior and Design of Materials，Chinese Academy of Sciences，
Department of Mechanics and Mechanical Engineering，University of Science and Technology of China，Hefei 230027）

Abstract On the basis of distributed chains，the model of MR elastomer was revised. After the potential energy of
a chain was analyzed using the local field method，a special function was used to describe the distribution of
chains. Then the MR effect of distributed chains as well as the overall MR effect were studied. Concurrently，the
effects of the curing magnetic field and the matrix were incorporated into the model of MR elastomer.
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1 引 言

磁流变材料是一种流变性能可由外加磁场控制

的新型智能材料，在汽车、建筑和振动控制等领域有

着广泛的应用. 磁流变弹性体是磁流变材料的一个

分支. 它的力学性能可由外加磁场控制，主要表现为

剪切模量在外加磁场下的显著增加. 利用偶极子模

型［1 - 3］，可对其磁流变效应作出预测. 磁流变弹性体

主要由基体和铁磁性颗粒组成. 制备时，将混合有铁

磁颗粒的液态基体在磁场下固化. 在磁场的作用下，

颗粒将在基体中重新排布，形成大体沿磁场方向的

链状结构，固化完成后，这种有序结构就固定于基

体中.
一般认为，磁流变弹性体中，颗粒形成的链沿着

制备时的磁场方向. 但实际上，链并不完全沿着磁场

方向，而是和磁场方向有一定的夹角（如图 1）.
本工作在充分考虑到链与制备磁场方向的夹角

的基础上，对传统的偶极子模型［1 - 3］作了相应的

修正.



图 1 磁流变弹性体沿磁场方向的切面的电镜照片

Fig. 1 Optical photograph of chains in MR elastomer

2 势能计算

如图 2 所示，链与磁场方向的夹角为 θ，两相邻

颗粒的间距为 d. 方生等考虑局部场效应，计算得到

了颗粒磁矩平行于链方向的分量 m∥和垂直于链方

向的分量 m⊥
［4］：

m∥ =
4πµfµ0Rp

3βH0 cosθ
A （1）

m⊥ =
4πµfµ0Rp

3βH0 sinθ
B （2）

其中，µ0 为真空磁导率；β =
µp - µf

µp + 2µf
；µp、µf 分别

为颗粒和基体的相对磁导率；V = 4
3 πRp

3 ；Rp 为颗

粒半径；H0 为制备时的外加磁场.

A = 1 - 4β Rp( )d

3

ζ，

B = 1 + 2β Rp( )d

3

ζ，

ζ = Σ
∞

k = 1

1
k3 ≈ 1.
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（3）

设链内颗粒个数为 n，并令

α = 4nπµ0µfβRp
3 （4）

则链的磁矩 M 在平行于链和垂直于链方向的分量

分别为：

M∥ = α
A H0 cosθ，

M⊥ = α
B H0 sinθ{ ，

（5）

所以，链在外场中的位势能可写成［5］

E = - M·H0       

= - α cos2θ
A + sin2θ( )B H0

2 （6）

这里，局部场模型中，把颗粒当作偶极子来处理，在

颗粒间距较小时会有一定的误差.

图 2 磁场中的链

Fig. 2 A chain in magnetic field

3 分布函数

这一部分从概率论的观点出发，考虑到弹性体

中链的分布方式与磁场下处在不同位置的链的能量

大小相关，参照热力学中的麦克斯韦-玻尔兹曼分

布，引入分布函数来描述链的分布.
处于不同方向的链，能量不同. 固化前，颗粒在

基体中运动，更容易成链于能量较小的方向. 该物理

过程类似于顺磁质中分子固有磁矩在外加磁场下的

定向排列. 因此，我们用 Langevin 的顺磁性经典理论

中的方法［5］，参照麦克斯韦-玻尔兹曼分布

f = C·exp - E
k·( )T （7）

  设链的分布函数为：

f（θ）= C·exp α cos2θ
A + sin2θ( )B

H0
2

k0 ·
[ ]

T
（8）
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其中 T 为制备时的温度；C 为待定系数. 需要指出

的是，（8）式中的 k0 不再取玻尔兹曼常数. 因为麦-
玻分布描述的粒子是在真空中运动，而磁流变弹性

体制备过程中颗粒的运动和重组在基体中进行，受

到基体的阻碍与限制，所以这里的 k0 是一个与制备

时基体性质有关的常数. 基体的流动性越好，k0 值

越小，反之，k0 值越大.

令 α
H0

2

k0 ·T = a （9）

则参数 a 综合反映了颗粒大小、制备磁场、基体性质

和温度等因素对链分布的影响. 此时（8）式可化为：

f（θ）= C·exp a cos2θ
A + sin2θ( )[ ]B

（10）

另外，由归一化条件，对半空间角积分

C·∫exp a cos2θ
A + sin2θ( )[ ]B

dΩ

= C·∫
2π

0 ∫
π
2

0
exp a cos2θ

A + sin2θ( )[ ]B
sinθdθdφ

= 1
可以求得

C = 1

2π∫
π
2

0
exp a cos2θ

A + sin2θ( )[ ]B
sinθdθ

（11）

由于弹性体中颗粒间距一般很小，设 d = 2. 1Rp，此

时 A = 0. 48，B = 1. 26. a = 5 时，根据（10）式和（11）

式可以绘制出分布函数 f 的曲线如图 3. 从图 3 可以

看出，链处在与磁场方向夹角较小的位置的概率较

大，而分布在与磁场方向夹角较大的位置的概率较

小. 另外，a 值越大，图形的峰越尖，链的方向越趋

于一致.

图 3 分布函数曲线

Fig. 3 Curves of distribution funtion

4 参数估计

分布函数 f 的形式确定后，就可以通过电镜照

片的结果，用数理统计的方法来估计其中的参数 a
的大小，进而可求出不同的基体所对应的 k0 值.

一方面，由分布函数可以求得 θ 的平均值

θ = C∫
2π

0 ∫
π
2

0
θexp a cos2θ

A + sin2θ( )[ ]B
sinθdθdφ

（12）

另一方面，由电镜照片也可以求出 θ 的平均值. 设电

镜拍到 n 条链，第 i 条链与磁场方向的夹角为 θi，则

θ 的平均值

θ = Σ
n

i = 1

θi

n （13）

设θ = θ̂，就能由（11）式和（12）式联立解出参数 a 的

数值. 作为样本的链越多，所得的数据将越准确. 另

外，电镜也可测得颗粒间距 d，故 A、B 为可求.
再根据（8）式，可解得

k0 = α
H2

0

a·T （14）

其中 α 由（4）式给出. 这样，对于不同的基体，可以

通过实验求得与基体性质有关的系数 k0 . k0 可以作

为评价基体的一个重要参数，k0 越小，基体的性能

越好.

5 应变分析

通过计算，可以求得与磁场方向有一定夹角的

链自身 的 剪 应 变 和 弹 性 体 整 体 的 剪 应 变 之 间 的

关系.
建立三维直角坐标系，使磁流变弹性体受剪切

的方向，垂直于 z 轴，沿 x 轴正向，对应的剪切应变

定义为整体剪应变；垂直于链的剪切对应链自身的

剪应变，定义为链剪应变. 当弹性体发生整体剪应变

时，会引起链剪应变，且二者之间满足一定的变换关

系. 另外，测试磁场方向沿 z 轴方向，且与制备时所

加磁场方向一致.
图 4 中 OM 是沿（θ，φ）空间方向的一根链，OM

和 z 轴的夹角为 θ，和 x 轴的夹角为 β. OM 在 xOy 平

面的投影长度为 a，且投影和 x 轴的夹角为 φ. OM
的长为 c，M 点到 xOy 平面的距离为 b. 当整体剪应

变为 γ 时，设 xOy 平面不动，则 M 点有沿 x 轴正方

向的位移 b·γ，该链的链剪应变为：

γ' = b·γ·sinβ / c （15）
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其中，sinβ 可用 θ 和 φ 表示：

sinβ = b2 +（a·sinφ）ヘ 2 / c

= cos2θ + sin2θ·sin2ヘ φ （16）

所以，空间方向为（θ，φ）的链，对应的链剪应变和整

体剪应变的变换关系为：

γ' = γ·
b
c ·sinβ

= γ·cosθ· cos2θ + sin2θ·sin2ヘ φ （17）

图 4 直角坐标系中的链

Fig. 4 A chain in Cartesian coordinates

6 磁场分析

由于颗粒一般取铁磁性物质，其磁导率远大于

基体的磁导率，且链内颗粒间距一般较小，所以当链

的方向和测试磁场方向夹角不是很大时，链中的磁

力线近似沿着链的轴线方向. 因此，近似地，我们假

设当链的方向与磁场方向夹角较小时，平行于磁场

的链和与磁场方向有一定夹角的链，其内部的磁场

能量密度对链的自身剪切变形的微分相同.
对于 θ 较大的链来说，该假设高估了磁场能. 但

是，一方面，从分布函数的曲线可以看出，链大部分

分布在与磁场方向夹角较小的位置，另一方面，由

（17）式，θ 较大的链，γ'较小，对磁流变效应的贡献

也小，所以这样的假设不会引起很明显的误差.

7 效应叠加

这部分首先对比 θ = 0 和 θ≠0 的链的磁流变效

应，再借助分布函数，通过积分将各个方向的链对整

体磁流变效应的贡献叠加起来.
对于与磁场方向一致的链，设一根链的磁场能

量密度为 E，链自身的剪切变形为 γ'，在磁场下附加

的剪应力 т'可由下式给出［3］：

т' = ∂E
∂γ'

（18）

对于位置为（ θ，φ）的一根链，设其磁场能量密度仍

为 E，整体的剪切变形为 γ，链自身的剪切变形为

γ'.
磁场所产生的附加剪应力：

т = ∂E
∂γ

= ∂E
∂γ'

g ∂γ'
∂γ

= ∂E
∂γ'

gcosθ cos2θ + sin2θgsin2ヘ φ

= т'gcosθ cos2θ + sin2θgsin2ヘ φ （19）

位置为（θ，φ）的单链在磁场下附加的剪切模量

ΔG（θ，φ）= ΔG（0）gcosθ cos2θ + sin2θgsin2ヘ φ
（20）

ΔG（0）为 θ = 0 的单链在磁场下的附加剪切模量.
一根链处于位置（θ，φ）的概率由函数 f 来描述.

取整体剪切模量为单链剪切模量的平均值，则含有

分布链的弹性体的整体剪切模量

ΔG = ∫
2π

0 ∫
π
2

0
ΔG（θ，φ）·f（θ）·sinθdθdφ（21）

仅含有平行于磁场方向的链的弹性体的剪切模量为

ΔG' =ΔG（0），令

R = ΔG /ΔG'

= ∫
2π

0 ∫
π
2

0
cosθ· cos2θ + sin2θsin2ヘ φ

 ·f（θ）·sinθdθdφ （22）

其中，f（θ）由（10）式和（11）式给出. R 为考虑链的

分布与不考虑链的分布所得的附加剪切模量的比

值.

8 结果分析

由（22）式，可以将 R 看作参数 a 的函数. 同样，

设 d = 2. 1Rp、A = 0. 48、B = 1. 26，可绘出 R 随参数

a 的变化曲线如图 5.
当 a = 0 时，由（10）式和（11）式，分布函数

f（θ）= 1
2π

（23）

此时，链的分布退化为均匀分布，由（22）式得：

R = 1
2π

·∫
2π

0 ∫
π
2

0
cosθ cos2θ + sin2θsin2ヘ φ

 ·sinθdθdφ = 0. 424 （24）

当 a→∞ 时，R→1. 这时，ΔG 的计算结果与传统的

不考虑链的方向分布的偶极子模型［1 - 3］相同，是均
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图 5 R 随 a 变化的曲线

Fig. 5 The curve of R as a function of a

匀分布时的 2. 34 倍.
有足够的实验数据时，就能根据（12）和（13）解

出参数 a 的值，进而可由（2）式求出 R 的值. 这样，

对磁偶极子模型得到的结果［1 - 3］进行修正，就能求

得磁流变弹性体在磁场下的剪切模量的增量：

ΔG = R·ΔG' = 36R·Фµfµ0β
2H2 Rp( )d

3

ζ

（24）

其中，H 为测试磁场，不同于制备时所加的磁场 H0 .

  R 随着 a 的增大单调递增，增加 a 值将有利于

改进材料制备. 因此，增加制备时的磁场，提高固化

前基体的流动性，都有利于制备出更好的磁流变弹

性体. 另外，由于温度取绝对温度，在常温附近，根据

（8）式，温度的变化对结果的影响较小. 但是温度会

影响基体的流动性，所以控制适当的温度也能改善

材料性能［6］.
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